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  ها ای مولکولکاربرد اطلاعات فيشر در برآورد پيکربندی هسته
  
  ٢و حميد هادی ١مرتضی ميرزايی ازندريانی ،١، مختار عباسی٢*، رضا صفری١هدی رحيمیم

  
 

 گروه رياضی، دانشکده علوم پايه، دانشگاه قم١
  گروه شيمی، دانشکده علوم پايه، دانشگاه قم٢
  
   ١۴٠٢، فروردين  ٢۵خ پذيرش: تاري     ١۴٠١،  آذر  ٣٠ :دريافت اريخت

  
 
  از   ساز  ييسنجه  فضاي  يک با  شيميايي  مولکول  يک  الکتروني  پايه  حالت  چگالي  بعميان تاارتباط    ابتدا  مقاله،  اين  در  :کيده چ

  مولکول، ساختارهاي   هر  با  متناظر  الکتروني  چگالي  هايبعات  از  استفاده  با  سپس   .در نظر گرفته شد  شرودينگر  معادله  حل  طريق
شد  اطلاعاتنظريه    دريچهاز    مولکولي بهبررسي  خانوادهمولکول  هر  به  منظور  اين.  سنجه،  تابعييای  از  چگالی شده  هاي 

کمک الگوي ارائه شده، يک کران ايان، بهپ. در  ها درنظر گرفته شدنام اطلاعات فيشر برای آن الکترونی نظيرشده و کميتی به
شده در مقاله برای يون مولکول لگوي ارائه اسپس    .آيددست میای يک مولکول بههای هستهپايين برای خطای برآورد پيکربندی

𝐻)کمک تابع چگالی الکترونی يون مولکول هيدروژن هيدروژن به کار گرفته شد و به ، اطلاعات فيشر متناظر با اين مولکول   (
نامساوی کرامر .محاسبه گرديد به کمک  پيکربندی هسته يک رائو،-آنگاه،  برآورد  برای خطای  پايين  يون مولکول کران  ای 

های جديدی را در شود نتايج اين پژوهش بتواند افقبينی میپيش.  آن توصيف شد کمکآمد و نتايج حاصل به دست  هيدروژن به 
  .های مولکولی بگشايدبررسی و تحليل کوانتومی پيکربندی زيرسامانه

 
 رائو -کرامر ینامساوتابع چگالی الکترونی، اطلاعات فيشر، ساختار مولکولی،   :ليد واژهك
 

  

 
 مقدمه  -١
دانان، دانش نظری خود را  امروزه بسياری از رياضی       

بندی مفاهيم مرتبط با شيمی نظری سازی و فرمولبرای الگو
به بهو  مولکولی  ساختارهای  میويژه  اصول کار  گيرند. 

 ، نظريه اطلاعات شانون]۶[ ، نظريه نمايش]١-۵[وردش  

- ]، نظريه دستگاه١٠ و  ٩[ ]، نظريه اطلاعات فيشر ٨ و ٧[
ديناميکیه فاجعه١١[ ای  نظريه  و  جمله    ]١٢-١۴[  ]  از 

سازی  های رياضيات هستند که در الگوهايی از شاخهنمونه
نخستين بار کولارد و  .شوندکار گرفته میشيمی نظری به

های گراديانی متناظر با  هاي اسکالر و سامانه] تابع١۴[ هال
 ها. آنها را برای معرفی ساختار مولکولی استفاده کردندآن

عنوان تابع اسکالر مورد  تابع چگالی حالت الکترونی را به
کار گرفتند. پس از آن، بايدر و همکارانش نشان نظر خود به

از ساختار مولکولی،  دادند که فرمول بندی کولارد و هال 
- ها بهها در مولکولطور طبيعی در نظريه کوانتومی اتمبه

با توجه به ماهيت کوانتمی .  ]١۵و    ١١[   شودکار گرفته می
  از يک  موجود در نظريه کوانتمی اتم در مولکول، استفاده 

  
ابعک اطلاعات مناسب برای بررسی ساختارهای مولکولی ت

] به  ١۶به عنوان نمونه، در مقاله [.  باشدبسيار منطقی می
از جنبه با برخی  آن  ارتباط  و  فيشر  کاربردی نظريه  های 

چگالی   تابعی  الکترونی    براينظريه  ساختار  مطالعه 
کوانتمیسامانه باز  است  های  شده  بهپرداخته  از .  علاوه، 

کوانتمی اثرهاي  مطالعه  در  فيشر  اطلاعات  نوری -نظريه 
است١٨و    ١٧[ شده  استفاده  کوانتمی  ]  نظريه  همچنين   .

توصيف   در  فيشر  الک الگواطلاعات  مختلف  -رونیتهای 
  ]. ٢٠و   ١٩[ای استفاده شده است هسته

روش        از  گرفتن  ايده  با  مقاله،  اين  هندسه  در  های 
به٢١[  اطلاعات کميتی  برای  ]،  فيشر  اطلاعات  نام 
میمولکول درنظر  به .  گيريمها  از  اصلی  کارگيری هدف 

کميت اطلاعات فيشر يافتن يک کران پايين برای برآورد  
هسته پيکربندی  استنااريب  مولکول  يک  به ای  عبارت . 

  .کران پايين با اطلاعات فيشر نسبت عکس داردديگر، اين 
  يک کران پايين   ارائه شده،      یکمک الگو  به     پايان     در 

  ای يون مولکول هسته    هایپيکربندی    خطای برآورد  برای  
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بهه ارزيابی  ،  ٢در بخش   .آوريمدست میيدروژن را  يک 

  ارائه   را      مولکولی  های  سامانه     از   رياضی    کوانتومی
بخش  نماييممی در  ارتبا٣.  پايه  ،  حالت  چگالی  تابع  ط 

از طريق فرآيند يي-الکترونی با يک فضای سنجه ساز را 
حل معادله شرودينگر برای يک سامانه مولکولی از نظر  

، تعريف رياضی ساختار مولکولی ۴. در بخش  گذرانيممی
ارائه    الگوي، با استفاده از  ۵. در بخش  نماييمرا مرور می

خطا برای  پايين  کران  يک  پيکربندیشده،  برآورد  های ی 
ارائه   یدرنهايت، الگو  .آوريمدست میها بهای مولکولهسته

وردايي   برای  پايين  کران  يافتن يک  برای  را  خطای شده 
ای يون يک برآورد نااريب پيکربندی هسته  ميانگين مربعات 

  .گيريمکار میمولکول هيدروژن به
  
   بحث -٢

  های مولکولی رياضی سامانه- ارزيابی کوانتومی -٢-١

الگواستفاده از روش        های رياضی گوناگون در ها و 
شيمی محاسباتی  -دانش  بهفيزيک  ابزاری  (کوانتوم)  عنوان 

سامانه توصيف  جهت  اتمیهای(مجموعههای  توانمند   (-
- عنوان نمونه، به. بهاستمولکولی مورد توجه قرار گرفته

معادله شرودينگر   دليل عدم وجود راه حلی دقيق برای حل
کوانتومی -هايی رياضیاز تقريب های چند الکترونی،سامانه

های تامين اين هدف، در بيشتر روششود. برای استفاده می
پايه بر  مولکولی  سامانه  کل  موج  تابع  يک    کوانتومی 

تابع از  میمجموعه  نوشته  رياضی  بررسی  هاي  تا  شود 
يه ترکيب  . بر اساس نظرپذير شودهای سامانه امکانويژگی

اوربيتال اوربيتالخطی  اتمی،  ترکيبی های  مولکولی  های 
اوربيتال از  از  خطی  هريک  که  هستند  اتمی  های 

ها مجموعه پايه های اتمی، تابع پايه و مجموعه آناوربيتال
مي بهشودناميده  کوانتومی،  .  شيمی  در  ديگر  عبارت 

مجموعه پايه،  اوربيتالمجموعه  از  که ای  است  اتمی  های 
های شيميايی استفاده  های مناسب سامانهبراي تعيين ويژگی

هاي تعداد و نوع معادله  های پايه بر اساس. مجموعهشودمی
. دو شکل عمومی از شوندبندی میها طبقهکار رفته در آنبه

اوربيتالتابع دارند،  وجود  پايه  و  هاي  اسليتر  نوع  های 
های های نوع گوسين. معمولاً، استفاده از اوربيتالاوربيتال

نوع گوسين نتايج بهتری را در محاسبات کوانتومی در بر  
در اين مقاله، براساس الگوی توصيفی نظريه تابعی .  دارد

-سامانه  کوانتومی اتم در مولکول، مطالعه  چگالی و نظريه
جاي براساس  مولکولی  چگالی    شناسیهای  (توپولوژی) 

میآنالکترونی   انجام  نظريه  به.  شودها  در  نمونه،  عنوان 
ي ويژه از  صورت يك ناحيه   کوانتمی اتم در مولکول، اتم به 

شناسي توزيع  هاي جايكه از طريق ويژگيفضاي حقيقي  
شود، تعريف (چگالی الکترونی) مولكولي مشخص مي بار  
کوانتمی اتم در مولکول، يک    گردد. درواقع، در نظريهمی

به مجموعهمولكول  اتمصورت  از  كه اي    ی وسيله     به     ها 
  اين    كمك    . بهشودمي   نظر گرفته      اند، درشده  پيوند مرتبط  

  
جاييژگيو ميهاي  الكتروني،  چگالي  يك  شناسي  توان 

(چگالی الکترون بيشينه/کمينه) شيميايي    تعريف براي پيوند
به  ارائه   منجر  مولكولي  ساختار  از  تعريف  اين  داد. 
هسته بندتقسيم كلي  فضاي  نواحي ي  معيني  تعداد  به  اي 

شود كه هر ناحيه يك ساختار پايدار ممكن از  ساختاري مي
مي سامانه نشان  را  شيميايي  ساختار،  دهدي  يك  مرزهاي   .

زير حالتهاساختارشكل  يا  ناپايدار  كه  ي  گذاري  هاي 
كند، معين  ساختارهاي پايدار را از محيط اطرافشان جدا مي 

ين اطلاعات يك نمودار ساختاري از سامانه ايجاد  نمايند. امي
همه  ي ممكن را ايجاد و  ساختارها  تواند همهكند كه ميمي

ي تغيير يك ساختار به ساختار ديگر را بررسي  ساز و كارها
عنوان  اتم در مولكول است. به. اين بخش مهمي از نظريه كند

کوانتومی به - )، برخی از نتايج شيميايی١(مثال، در شکل  
مولکول   يون  برای  آمده  +دست 

2H    درسطح شده  (محاسبه 
طور  همان.  ) نشان داده شده است*B3LYP/6-311Gنظری  

های شناسي كوانتومي سامانهآيد، جاي) بر می١(که از شکل  
الکترونی   ويژگي  محاسبه  و  انرژیمولکولی  های  (مانند 

 پايه تابع توزيع چگالي الكترون) بر جنبشی و ويریال محلی

)𝜌(𝑟)(  رو، در اين مقاله نيز سعی بر . از ايناستوار است
کوانتومی توصيفی  با  تا  است  توزيع  -آن  تابع  از  رياضی 

سامانه به هر  بتوان  الکترونی،  فضا   چگالی  در  مولکولی 
هاي بينی ويژگييک کميت اطلاعات نسبت داده و به پيش

پرداخت مولکولی  برتريسامانه  از   .  ) روش  ) الگوهای 
شده در اين مقاله  توان روش ارائهنهادی آن است که میپيش

. الکترونی تعميم دادهای مولکولی چند  را به ساير سامانه
اين  شرودينگر)  (ديدگاه  تنهاي  کوانتومی  توصيف  زيرا، 

تقريبسامانه از  استفاده  نيازمند  الکترونی،  چند   هایهای 
است کوانتومی  اينگوناگون  از  می.  انتظار  بر  رو،  رود 

واقع  ديدگاه  بتوان  بندی ساختارهای مولکولی  اساس بخش 
در  بينانه مولکولی  سامانه  اين  توصيف  به  نسبت  تری 

 . ايجاد نمود فضاهای مولکولی

  توابع چگالی الکترونی  -٢-٢

برای درک ارتباط تابع چگالی حالت پايه الکترونی با       
است تا به فرآيند حل معادله  ساز، کافیيييک فضای سنجه

کنيم رجوع  مولکولی  سامانه  يک  برای  هر شرودينگر   .
عنوان يک سامانه کوانتومی،  مولکولی، به  سامانهحالت يک  

متعلق به يک فضای هيلبرت مشخص   𝛹توسط تابع حالت  
تابع حالت در واقع يک ويژه حالت عملگر گرددمی اين   .

𝐻باشد، يعنیمی  سامانههاميلتونی  − 𝐸 𝛹   در آن  که  ∘=
   

)١(  
𝐻 = −

ℏ

2 𝑚
𝛻 + −

ℏ

2 𝑀
𝛻

+ 𝑉 + 𝑉 + 𝑉  
  
:𝑉 و = 𝑉 + 𝑉 + 𝑉   به  𝑁و   𝑚کل،   پتانسيل    عملگر   

١٨٨ 
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الکترونت تعداد  و  تعداد  M و  Lها،  رتيب جرم  ترتيب  به 

بنابراين در  .انرژی سامانه هستند  Eها و  ها و جرم آنهسته
فرآيند مطالعه ساختارهای کوانتومی، در عمل با حل يک 

اشتورم ويژه  مقدار  ويژه  -مساله  که  هستيم  مواجه  ليوويل 
-میهای آن ترازهای انرژی سامانه مورد بررسی را  حالت
معادله شرودينگر درحالت کلی قابل حل ن جا که . از آ دهند
های تقريبی مورد بررسی  باشد، اين معادله توسط روشنمی

- ها، تقريب بورنترين اين تقريب. مهمگيردو حل قرار می
می ايناوپنهايمر  فرض  با  آن  در  که  هستهباشد،  به  که  ها 

عنوان  ها را بهتر هستند، هستهها سنگينمراتب از الکترون
ها در يک . در اين حالت هستهکنندبارهای ساکن فرض می

به کلاسيک  حل  ديدگاه  فرآيند  وارد  خارجی  ميدان  عنوان 
امر موجب میگردندمعادله می اين  انرژی  .  جمله  تا  شود 

شده و ها از هاميلتونی سامانه مولکولی حذفجنبشی هسته
به هسته پتانسيل مربوط  تبديل  بخش  ثابت  به يک جمله  ها 

  يابد صورت زير تقليل می) به١(  در اين حالت، معادله.  گردد
]٢٢[ :  

  
 
)٢(  𝐻 = −

ℏ

2 𝑚
𝛻 + 𝑉 + 𝑉  

    
. ويژه  نامندشرودينگر الکترونی می   ) را معادله٢(عادله  م

- می  ناميده  الکترونی    هاي حالت  های اين عملگر، تابعحالت
  توان ادعا کرد که اين فرآيند در حل معادله  . اکنون می شوند

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
حالتش سنجه  سامانه      هایرودينگر،    . استکرده    ای  را 

توان را می)  ٢(واقع مسئله مقدار ويژه مربوط به عملگر  در
  : صورت زير نوشتبه
 

)٣(   𝐻 − 𝐸 𝛹(𝑥 , x ,  … , x , ξ) =∘ 
  
خواهد    𝜉نابراين تابع چگالی الکترونی نيز وابسته به سنجه  ب

ها در تقريب (هندسه) هستهمعرف موقعيت    𝜉بود، که در آن  
صورت زير    الکترونی بهاوپنهايمر است. تابع چگالی  -بورن

  : شودتعريف می
  

)۴(  𝜌 (𝑟)  =  N 𝛹∗(𝑥 , x ,  … , x , ξ)𝛿(𝑟
spacesspin

− 𝑟 )𝛹(𝑥 , … , x , ξ)𝑑𝑟 … 𝑑𝑟 , 

  
       و          ديراک            تابع        𝛿           آن         در      ه  ک

𝑥 = (𝑟  , s )(𝑖 = 1,  2,  … ,  𝑁)    مختصات نماينده 
مولکول، متناظر    اين ترتيب، هر. بهباشنداسپينی می-فضايی

𝜌}هاي چگالی الکترونی  ای از تابعخانوادهبا   است که   {
معرفی می را  مولکولی  ساختار  مفهوم  آن  اساس  بر  توان 

  . ]١٢و  ١١[نمود 

 تعريف رياضی ساختار مولکولی -٢-٣

تعريف شده در زير را در نظر   𝛷(شار) امانه ديناميکی س
  : گيريممی

  
  (الف) 

  
  (ب) 

  
  (ج)

  
  (د) 

  
  (ذ) 

  
  (ر) 

𝛻(ب) لاپلاسی چگالی الکترونی  ،  𝜌(𝑟) (الف) الگوی چگالی الکترونی .  ١شکل   𝜌(𝑟)  ، (ج) انرژی جنبشی محلی
𝐾 (𝑟) ،پتانسيل محلی  –(د) انرژی ويریال𝑉 (𝑟) ،  و   الکترونی در راستای طول پيوند(ذ) توزيع فضايی چگالی

برهم(ر) طرح مولکولکنشواره  برای  فضای مولکولی  در  الکترواستاتيک  + های 
2H، نظری محاسبه در سطح  شده 

B3LYP/6-311G* با استفاده از نرم افزار گوسين G09 .  
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)۵(   

⎩
⎨

⎧
𝛷 (𝑟,  ∘) =∘,

𝛷 (𝛷 (𝑟,  𝑡),  𝜏) = 𝛷 (𝑟,  𝑡 + 𝜏), 
𝜕

𝜕𝑡
𝛷 (𝑟, t) = 𝛻 𝜌 𝛷 (𝑟, t)

 

  
در 𝛷 ) تعريف شده است. ۴(در  𝜌ه در آن تابع اسکالر ک

آن همان   تابع پتانسيل  عمل يک سامانه گراديانی است که 
است الکترونی  بهچگالی  رابطه  .  ترتيب،  نوعی  ۵(اين   (
در   الکترونی  به    سامانهشارش  را  نظر  مورد  مولکولی 

می تعريفگذاردنمايش  که  است  روشن  سامانه    .  اين 
بورن تقريب  طريق  از  جواب-گراديانی  و  های  اوپنهايمر 

با  ٣(معادله   و    سامانه)  شده  مرتبط  نظر  مورد  مولکولی 
به. مرحلهگرددای میسنجه بالا  صورت زير خلاصه  هاي 

  :شوندمی
  
)۶(  𝜉 →

.  
𝛹(𝑥,  𝜉) →

( ) 
𝜌 (𝑟) →

( ) 
𝛷  

  
اوپنهايمر اشاره دارد. در  -به تقريب بورن  .B.Oه در آن  ک

پيکر بين  هستهنتيجه،  سامانهبندی  و  ديناميکی ای  های 
ديناميکی که در   سامانه. اين  گراديانی يک تناظر وجود دارد

بعدی اقليدسی نشانده شده است، برای هر انتخاب  -٣فضای 
ای نظير آن را به  بندی هستهطرحی از اتم با پيکر  𝜉سنجه  

ديناميکی معرفی شده   سامانه. اين نکته که  گذاردنمايش می
گردد که تمام  گراديانی است، باعث می  سامانه) يک  ۵در (

های ديناميکی آن، از بررسی ماتريس هسين ميدان ويژگی
دست آيند.  بهاش  اسکالر چگالی الکترونی در نقاط بحرانی

آن ماتريس جايیاز  يک  نقطه،  هر  در  هسين  ماتريس  که 
دستگاه مختصات   با چرخش  است،  يکانی)  متقارن  (تبديل 

. نقاط بحرانی که در آن عناصر توان آن را قطری نمودمی
هستهروی   محل  با  متناظر  باشند،  منفی  همگی  های قطر 

می  مولکولی  علت باشندسامانه  بدين  روشنی  به  امر  اين   .
هسته که  جذباست  الکترونها  بنابراين کننده  و  هستند  ها 

- برای سامانه گراديانی با تابع پتانسيل چگالی الکترونی، به
توان متناظر با . اين امر که میکنندعنوان جاذب عمل می

داشت که   𝛷يک سامانه ديناميکی    𝜉هر هندسه مولکولی  
مولکولی را در خود  ويژگی و اطلاعات ساختاری سامانه  

ساختار  مفهوم  رياضی  تعريف  به  منجر  دارد،  ذخيره 
اي متشکل از کليه  مجموعه  𝛩. فرض کنيد  شودمولکولی می

هم   . رابطهای يک سامانه مولکولی باشدهای هستهبندیپيکر 
بر   را  زير  می    در  𝛩ارزی  پيکر  :  گيريمنظر  بندی دو 

,𝜉ایهسته  𝜂 ∈ 𝛩   هم سامانهرا  هرگاه  ناميم،  های ارز 
باشند،     𝛷و    𝛷ها  آن    به  متناطر       ديناميکی   مزدوج 

:𝛤 ريختیيعنی همسان ℝ → ℝ    طوری    باشد به  موجود  
𝛷که  o Γ = Γ o𝛷  اين   فضای   ارزی    هم  رابطه  . 

ارزی  . هر کلاس همکندرا افراز می  𝛩ای  بندی هستهپيکر 
  اين . به مولکولی است ساختار   يک  بيانگر   فوق، رابطه 

  
يکت پايداری  با      رتيب،  مولکولی  مکان   ساختار  تغيير 

های  توان با رابطه تزويج روی سامانهرا می  های آنهسته
  .سازی نمودها الگوديناميکی گراديانی مربوط به آن 

بر اين اساس، مفاهيمی همچون ساختارهای ايستا و نا        
پيکر هستهبندیايستا،  شاخههای  نظريه ای  همچنين  و  ای 

بيان می  ]٢۵-٢٣[فاجعه   از  باشندقابل  استفاده  با  تعريف . 
های مولکولی، مفاهيم محتوای اطلاعات و  رياضی ساختار

نيز    ]٢٧و    ٢۶ [ديناميکیفاصله   با يک مولکول  متناظر 
که در اين مقاله از اطلاعات  با توجه به اين.  شوندتعريف می

ای يک ساختار مولکولی  فيشر برای برآورد پيکربندی هسته
نظريه  اجمالی  معرفی  به  ابتدا  کرد،  خواهيم  فيشر   استفاده 

  پردازيم.مي
  

 معرفی اجمالی نظريه فيشر -٢-۴
يی از  در مسائل برآورد سنجه، اطلاعاتی درمورد سنجه     

يک داده نمونه که دارای يک توزيع احتمال مشخص است،  
شود طور طبيعی اين سئوال مطرح می. بهآوريممیدست  به

تواند درمورد سنجه  ها تا چه اندازه میکه يک نمونه از داده 
اندازه اين  دهد؟  اطلاعات  ما  به  اطلاعات  گيرنامعلوم  ی 

هايی برای وردايي برآوردکننده کران   تواند منجر به ارائه می
يک متغير تصادفی باشد که تابع توزيع   𝑋فرض کنيد  .شود

𝑓احتمال آن   (𝑥)    وابسته به يک سنجه نامعلوم ،𝜉    است که
𝜉 ∈ 𝛩د اين.  می  𝛩جا،  ر  سنجه  فضای  طور به  .ناميمرا 

شهودی، اگر احتمال وقوع يک پيشامد کم باشد، آنگاه وقوع 
. شودآن پيشامد منجر به کسب اطلاعات بيشتر برای ما می

𝑓با تابع توزيع احتمال   𝑋برای يک متغير تصادفی   (𝑥)    ،
نمايی بايد مقدار مقدار صحيح سنجه باشد، تابع درست  𝜉اگر

به يا  و  نمايد  اتخاذ  را  تابع  بزرگی  مشتق  معادل،  طور 
باشددرست صفر  به  نزديک  بايد  لگاريتم نمايی  تابع   .
بهدرست 𝑙صورت  نمايی  (𝑥) = 𝑙𝑜𝑔 𝑓 (𝑥)   تعريف

  علاوه . بهشودمی
  
)٧(  

𝜕𝑙

𝜕𝜉
(𝑥) =

𝜕𝑓
𝜕𝜉

(𝑥)

𝑓 (𝑥)
 

  

نزديک به صفر باشد،   (𝑥)ر اساس تحليل فوق، اگر  ب

درمورد   زيادی  اطلاعات  تصادفی،  متغير  ما   𝜉آنگاه  به 

طور معادل  و يا به  (𝑥). از سوی ديگر، اگر دهدنمی

(𝑥)   بزرگ باشد، متغير تصادفی، اطلاعات زيادی

می  𝜉درمورد   ما  میدهدبه  بنابراين  کميت .  از  توان 

(𝑥)   شده    گيری ميزان اطلاعات ارائهبرای اندازه

  تصادفی  متغير      يک  𝑋. حال چون  نمود    استفاده  𝑋    توسط

١٩٠ 
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را درنظر   توان مقدار متوسط اين کميتتوان میست، میا

  شود. . اين امر منجر به تعريف زير میگرفت
  

  تعريف اطلاعات فيشر - ٢-۴-١
، موجود در متغير تصادفی  𝜉اطلاعات فيشر برای سنجه   

𝑋 شودصورت زير تعريف می به:  
  

𝑰(𝝃) = 𝑬𝝃

𝝏𝒍𝝃

𝝏𝝃
(𝒙)

𝟐

=
𝝏𝒍𝝃

𝝏𝝃
(𝒙)

𝟐

𝒇𝝃(𝒙)𝒅𝒙 

)٨(  
  
𝑓که تابع توزيع احتمال   ا فرض اين ب (𝑥)  هاي دارای مشتق

به    پيوسته می  𝜉نسبت  مشتقاست،  جای  و توان  گيری 
  گيری را عوض کرد، درنتيجه انتگرال

  
)٩(  𝜕𝑓

𝜕𝜉
(𝑥)𝑑𝑥 =

𝜕

𝜕𝜉
𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 = 0. 

  طور مشابه هب
  
)١٠(  𝜕 𝑓

𝜕𝜉
(𝑥)𝑑𝑥 =

𝜕

𝜕𝜉
𝑓 (𝑥)𝑑𝑥 = 0. 

  کنون داريما
  

𝑬𝝃

𝝏𝒍𝝃

𝝏𝝃
(𝒙) =

𝝏𝒍𝝃

𝝏𝝃
(𝒙)𝒇𝝃(𝒙)𝒅𝒙 =

𝝏𝒇𝝃

𝝏𝝃
(𝒙)𝒅𝒙

= 𝟎 
)١١(  
  
  ز طرف ديگرا

  

𝝏𝟐𝒍𝝃

𝝏𝝃𝟐 =
𝝏

𝝏𝝃

𝝏𝒇𝝃

𝝏𝝃

𝒇𝝃
=

𝝏𝟐𝒇𝝃

𝝏𝝃𝟐 𝒇𝝃 −
𝝏𝒇𝝃

𝝏𝝃

𝟐

𝒇𝝃
𝟐 =

𝝏𝟐𝒇𝝃

𝝏𝝃𝟐

𝒇𝝃
−

𝝏𝒍𝝃

𝝏𝝃

𝟐

 

)١٢(  
  
  نابراين ب

  

𝑬𝝃

𝝏𝟐𝒍𝝃

𝝏𝝃𝟐
=

𝝏𝟐𝒇𝝃

𝝏𝝃𝟐
𝒇𝝃 −

𝝏𝒇𝝃

𝝏𝝃

𝟐

𝒇𝝃𝒅 

=
𝝏𝟐𝒇𝝃

𝝏𝝃𝟐
𝒅𝒙 − 𝑬𝝃

𝝏𝒇𝝃

𝝏𝝃

𝟐

= −𝑰(𝝃)  

)١٣(  
  
  رنتيجهد
  
)١۴(  

𝐼(𝜉) = −𝐸
𝜕 𝑙

𝜕𝜉
=

𝜕

𝜕𝜉
𝑙𝑜𝑔 𝑓 𝑓 𝑑𝑥. 

  
کهم است  فضای سنجه    شخص  𝛩اگر  ⊆ ℝ   بعدی چند 

𝑓و يا به عبارت ديگر تابع توزيع    باشد (𝑥)    وابسته به چند
𝜉سنجه باشد، يعنی   = (𝜉 , 𝜉 , . . . , 𝜉 ، آنگاه با ايده از    (

صورت زير های اطلاعات فيشر بهحالت يک بعدی، کميت
  :شوندتعريف می

  
)١۵(  

𝐼 (𝜉) = 𝑓
𝜕𝑙

𝜕𝜉

𝜕𝑙

𝜕𝜉
𝑑𝑥. 

  
ماتريس  د 𝐺(𝜉)رنهايت  = 𝐼 (𝜉)

×
ماتريس     را 

می فيشر  کنيد    .نامنداطلاعات  فرض  نمونه،  عنوان   𝑋به 
. فرض باشد  𝜎و وردايي    𝜇متغيرتصادفی نرمال با ميانگين  

. اطلاعات  داده شده باشد  𝜎نامعلوم ولی سنجه    𝜇کنيد سنجه  
می  𝑋در    𝐼(𝜇)فيشر   محاسبه  برای  نماييمرا   .𝑥 ∈

(−∞,   داريم  (∞+
  

𝒍𝝁(𝝃) = 𝒍𝒐𝒈 𝒇𝝁 (𝒙) = −
𝟏

𝟐
𝒍𝒐𝒈( 𝟐𝒙𝝈𝟐) −

(𝒙 − 𝝁)𝟐

𝟐𝝈𝟐
 

 )١۶(  
  
  س پ

  
)١٧(  𝜕𝑙

𝜕𝜇
(𝑥) =

𝑥 − 𝜇

𝜎
,
𝜕 𝑙

𝜕𝜇
(𝑥) = −

1

𝜎
 

  رنتيجهد
  
)١٨(  

𝐼(𝜇) = −𝐸
𝜕 𝑙

𝜕𝜇
(𝑥) =

1

𝜎
. 

 
رود، اطلاعات فيشر برای توزيع طور که انتظار می مانه

دارد عکس  نسبت  وردايي  با  اطلاعات به    . نرمال  کمک 
نظريه اطلاعات   فيشر، رويکردی نوين به علوم از دريچه 

است اطلاعات ارائه شده  از  استفاده  با  اين رويکرد،  . در 
های فيشر و اصل اطلاعات فيزيکی بيشينه و به کمک روش

ی حساب تغييرات، قوانين کلاسيک فيزيک از طريق نظريه
 .     )٢٨( آينددست می اطلاعات به

 ها ای مولکولو برآورد پيکربندی هسته اطلاعات فيشر-٢-۵

به         مربوط  اطلاعات  سنجه،  يک  برآورد  مسائل  در 
توان از طريق تابع توزيع احتمال متناظر با آن سنجه را می

  که چه مقدار از   است  سئوال طبيعی آن    . يکدست آورد  به
ازا نمونه  يک  دربارهداده  طلاعات  را    ها  نامعلوم  سنجه 

. کميت اطلاعات فيشر مقياسی برای آورد  دست توان بهمی
به  را  اطلاعات  ميزان  میاين  به دست  میدهد.  توان علاوه 

کران مشاهده پيداکردن  برای  کميت  اين  که  های کرد 
توان از گيرد و میمیاستفاده قرار برآوردگر وردايي مورد

  از   برآوردگر که  يک  اینمونه توزيع   تخمين برای  آن 

١٩١ 
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. دراين بخش با  کرد  آمده، استفاده  دست  ای بزرگ بهمونهن

رائو  -کارگيری مفهوم اطلاعات فيشر و نامساوی کرامر  به
يک کران پايين برای وردايي خطا در يک برآورد نااريب 

  آوريم.می دستای يک مولکول بهبرای پيکربندی هسته

 ماتريس اطلاعات فيشر -٢-۵-١

کنيد    𝜌فرض 
∈

الکترونی    چگالی  توابع  خانواده 

مولکول با  فيشرباشد   Mمتناظر  اطلاعات  ماتريس   . 
به  𝜉در     Mمولکول معادل (يا  از  𝜌طور  است  عبارت   (

𝐺(𝜉) = 𝐼 (𝜉)
×

  که در آن  

  
)١٩(  𝐼 (𝜉) = 𝜌 (𝑟)

𝜕ℓ

𝜕𝜉
(𝑟)

𝜕ℓ

𝜕𝜉
(𝑟) 𝑑𝑟 

  
ℓ  جا  دراينه  ک = ℓ (𝑟) = 𝑙𝑜𝑔 𝜌 (𝑟) است روشن   .

𝐼      که : 𝛩 → ℝ  و    حقيقی  هايی  تابع   ها𝐶  هستند . 
    چرا   است      متقارن     𝐺(𝜉)    ماتريس    که    کنيد    توجه

𝜉∀که ∈ 𝛩,    𝐼 (𝜉) = 𝐼 (𝜉)   علاوه    به𝐺(𝜉)  نيم -
 دلخواه داريم   بردار هر  برای  که چراثبت معين است، م
    𝑉 = (𝑉 ,  … ,  𝑉    پس: ،(

  

𝑽𝒕 𝑮(𝝃) 𝑽 = 𝑽𝒊𝑽𝒋𝒈𝒊𝒋(𝝃)

𝒊, 𝒋

= 𝑽𝒊
𝝏𝓵

𝝏𝝃𝒊
(𝒓)

𝒏

𝒊 𝟏

 

𝟐

𝝆𝝃(𝒓)𝒅𝒓
𝜴

≥∘ 

)٢٠(  
  

 𝐺(𝜉) اطلاعات فيشر مولکول  را ماتريس𝑀 ناميممی .  

 ایهای هستهخطای برآورد پيکربندی-٢-۶

بخش          اين  اطلاعات در  ماتريس  کاربردهای  از  يکی 
 قسمت. در اين  نماييممیفيشر متناظر با يک مولکول را بيان  

شده در بخش قبل،  کمک چارچوب معرفیبه در نظر داريم
پيکربندی   برآورد  در  قطعيت  عدم  نوعی  که  دهيم  نشان 

دارد  ایهسته نمیيک مولکول وجود  بيان ديگر  به  توان . 
خواه  دلای يک مولکول را بهی هستهخطای برآورد پيکربند

ای . برای اين کار، برای هر پيکربندی هستهکوچک کرد
𝜉 ∈ 𝛩برای خطای برآورد      ، يک کران پايين𝜉   معرفی

𝜌کنيد    فرض  کنيم.می
∈

چگالی     خانواده    توابع 

در    𝜉که وابسته به سنجه    باشد  Mمتناظر با مولکولاحتمال  
عبارت ديگر، هر پيکربندی    به.  بعدی باشد  𝑛يک فضای  

فرض کنيد .  سنجه وابسته باشد  nبه    Mای مولکول  هسته
الکترونی  داده  چگالی  تابع  با  متناظر  تصادفی  در   𝜌ای 

باشد برآورد    .دست  در  𝜉نامعلوم    سنجهمساله  نظر را 
مانند    .بگيريد تابعی  توسط  برآوردی  :𝜉چنين  𝛺 → ℝ  

  .ناميمکننده میتابع را يک برآورد که اين پذيردصورت می

  
  :ناميم هرگاه داشته باشيمميرا نا اريب  𝜉رآورد کنندۀ  ب

  
)٢١(  𝐸 𝜉 = 𝜉         ∀ 𝜉 ∈ 𝛩 
  
  ه در آن ک
  
)٢٢(  𝐸 𝜉 = 𝜉(𝑟)𝜌 (𝑟)𝑑𝜏 

  
پيب يک  هستهک رای  𝜉ای  ربندی  = (𝜉 , 𝜉 , … , 𝜉 ) ∈

𝛩 ماتريس خطای ميانگين مربعات متناظر با برآورد کننده ،
𝜉 شودصورت زير تعريف میبه:  
  
)٢٣(  𝑉(𝜉) = 𝑣 (𝜉)

×
 

  
  ه در آن ک
 

)٢۴(  𝑣 (𝜉) = 𝐸 𝜉 − 𝜉 𝜉 − 𝜉  
  
𝑣های  ديهی است که هرچه درايه ب (𝜉)    کوچکتر باشند، يک

ابتدا   .خواهيم داشت  𝜉  ایبرآورد بهتر برای پيکربندی هسته
متناظر با  توابع چگالی الکترونی  ، يعنی  n=1فرض کنيد که  

سنجه    Mمولکول   يک  به  در باشندوابسته  حالت  اين   .
ها  دهد و فاصلۀ بين اتمرخ می  ＋𝐻ای مانندهای سادهمولکول

  : )٢(شکل    در نظر گرفت  𝜉  سنجهتوان به عنوان تنها  را می 
  

  
تک    ＋𝐻مولکول    .٢کلش الکترونی  چگالی  توابع  با 

  .ايسنجه
  
  
اگر  د حالت،  اين  کنند  𝜉ر  برآورد  باشد،   نا  هيک  اريب 

ماتريس خطای ميانگين مربعات تنها دارای يک درايه بوده 
  :و عبارتست از

  
𝒗(𝝃) = 𝒗𝟏𝟏(𝝃) = 𝑬𝝃 𝝃 − 𝝃

𝟐
= 𝝃(𝒓) − 𝝃

𝟐
𝝆𝝃(𝒓)𝒅𝝉

𝜴

 

)٢۵(  
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چون  ح بر  𝜉ال  پس   یهکنند  آورد يک  است  اريب  نا 

𝐸 𝜉 − 𝜉   :و يا به عبارت ديگر ∘=
  
)٢۶(   𝜉(𝑟) − 𝜉 𝜌 (𝑟)𝑑𝜏 =∘ 

  
و با توجه  𝜉نسبت به      )٩(ی  گيری از طرفين رابطه مشتقا  ب

∫به اينکه 𝜌 (𝑟) 𝑑𝜏 =   : داريم   1
  
)٢٧(  

𝜉(𝑟) − 𝜉
𝑑𝜌

𝑑𝜉
(𝑟)𝑑𝜏 = 1 

  

اينا به  توجه  با  =که  کنون  𝜌    از استفاده  با  و 

  : نامساوی کوشی ـ شوارتز خواهيم داشت
 

𝟏 = 𝝃(𝒓) − 𝝃 𝝆𝝃(𝒓)
𝒅𝒍𝝃

𝒅𝝃
(𝒓)𝒅𝝉

𝜴

 

≤ 𝝃(𝒓) − 𝝃
𝟐

𝝆𝝃(𝒓)𝒅𝝉
𝜴

𝟏
𝟐

𝝆𝝃(𝒓)
𝒅𝒍𝝃

𝒅𝝃
(𝒓)

𝟐

𝒅𝝉
𝜴

𝟏
𝟐

 

= 𝑬𝝃 𝝃 − 𝝃
𝟐

𝟏
𝟐

𝑰(𝝃)
𝟏
𝟐 

)٢٨(  
  
  س پ

  
)٢٩(  𝐸 𝜉 − 𝜉 𝐼(𝜉) ≥ 1 

  
𝑣(𝜉) ، :  رنتيجهد ≥ 𝐼(𝜉)  بنابراين𝐼(𝜉)   يک کران

𝐼(𝜉)جا    کنيد که دراين   توجه .است  𝑣(𝜉)پايين برای   =
𝐼 (𝜉)    ی ماتريس اطلاعات متناظر با مولکول  تنها درايه

𝐻＋  معروف   رائوبه نامساوی کرامرـ  )١٠(  رابطه  .است
𝑛در حالت کلی، برای   .است ≥ هايی که  يعنی مولکول  ،2

هسته پيکربندی  آن فضای  بعد  ای  دارای  يک  ها  از  بيشتر 
بر  است، را  زير  رابطه  های  ماتريس  همجموع  ايابتدا 

𝑛 × 𝑛 A  وB نظر بگيريد در:  
  
)٣٠(  𝐵 − 𝐴  نيم مثبت معين باشد𝐵 ≥ 𝐴 ⇔  
  
 رائو کنون قضيه زير که نتيجه مستقيمی از نامساوی کرامرـا

  :نماييمباشد را بيان میمی
 
𝜌کنيد    فرض  :ضيهق 

∈
توابع    ازمتشکل    خانواده  

   که     باشد   M    مولکول  با     متناظر    چگالی الکترونی
   𝜉   اگر   .است بعدی      nآن    ایهسته پيکربندی   فضای  

 ایهسته پيکربندی     برای اريب  نا  هکنندبرآورد يک 

 

  𝜉 ∈ 𝛩  ،𝑉(𝜉) = 𝑣 (𝜉)
×

خطای     ماتريس 

ماتريس اطلاعات فيشر متناظر    𝐺(𝜉)و    𝜉ميانگين مربعات  
 :آنگاه ،باشد Mبا 
)٣١(  𝑉(𝜉) ≥ 𝐺(𝜉)  
  
متناظر با    𝐺(𝜉)نابراين، به کمک ماتريس اطلاعات فيشر  ب

مولکول   ميانگين Mهر  خطای  برای  پايين  کران  يک   ،
در انتهای اين   آيد.دست میبه 𝜉ای  هسته پيکربندیمربعات 

 ＋𝐻شده در اين مقاله را برای مولکول  بخش الگوي ارائه
نااريب به برآورد  برای  پايين  کران  يک  و  گرفته  کار 

بهپيکربندی هسته اين مولکول  با توجه  .  آوريمدست میای 
بورن تقريب  براين  -به  فرض  هستهاستاپنهايمر،  های که 

ثابت    ＋𝐻مولکول   فاصله  .  باشنداز يکديگر می  𝜉دارای 
  Aهای  الکترون تا هسته   ترتيب فاصله به   Brو    Arکنيد  فرض 

، يک ＋𝐻. با توجه به مشابه بودن دو اتم مولکولباشند  Bو  
با   متناظر  شرودينگر  معادله  برای  تقريبی  جواب 

  ). ٢٣و  ٢٢( است ازعبارت   ＋𝐻مولکول 
  
)٣٢(  𝜌 = 𝜓 = 𝑎 𝜋 𝜂 (𝑒 + 𝑒 )  
  
درآن  ک 𝑎ه  = می 0.53 بور  شعاع  با    .باشدآنگستروم 

∫استفاده از شرط   𝜌
ℝ

𝑑𝜏 = آيد دست میبه  ، اين رابطه1

𝜂 =
( )

  : که درآن 

   
𝑸(𝝃) = (𝒆

𝒓𝑨
𝒂𝟎 + 𝒆

𝒓𝑩
𝒂𝟎)𝟐

ℝ𝟑

𝒅𝝉 ≈ (𝒆
𝒓𝑨
𝒂𝟎 + 𝒆

𝒓𝑩
𝒂𝟎)𝟐

𝑫𝟑

𝒅𝝉 

)٣٣(  
   و

)٣۴(  𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ : 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 ≤ 2𝑎 } 
  
اتم  ا بر  را  مختصات  مبدأ  اگر  از  قرار   Aکنون  و  داده، 

  داشتنماييم، خواهيم مختصات کروی استفاده
  
)٣۵ (  𝑄(𝜉)

= (𝑒

+ 𝑒 ) 𝜌 𝑠𝑖𝑛 (𝜑)𝑑𝜌𝑑𝜑𝑑𝜃 

  نابراين  ب
  
  
)٣۶(  𝜌 = 𝑄(𝜉) (𝑒 + 𝑒 )  
  
ی اتم  که فاصله دو هسته  ＋𝐻کنون اطلاعات فيشر مولکولا

 است ازباشد، عبارت  می 𝜉هيدروژن آن  

١٩٣ 
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)٣٧(  

𝐼(𝜉) =

𝜕𝜌
𝜕𝜉

𝜌
𝑑𝜏 

  

   داريم از آنجا که   نياز به محاسبه    𝐼(𝜉)رای محاسبه  ب

𝑟 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧    و𝑟 = 𝑥 + (𝑦 − 𝜉) + 𝑧  
  : داريم

  

𝝏𝝆𝝃

𝝏𝝃
=

𝟐
𝒂𝟎

𝒆
𝒓𝑨
𝒂𝟎 + 𝒆

𝒓𝑩
𝒂𝟎 𝒆

𝒓𝑩
𝒂𝟎

𝒚 − 𝝃
𝒓𝑩

𝑸(𝝃) − 𝑸′(𝝃) 𝒆
𝒓𝑨
𝒂𝟎 + 𝒆

𝒓𝑩
𝒂𝟎

𝟐

  

𝑸(𝝃)𝟐  

)٣٨(  
  
  ه در آن ک

𝑸′(𝝃) =
𝒅

𝒅𝝃

𝟐𝒂𝟎

𝟎

𝝅

𝟎

𝟐𝝅

𝟎

𝒆
𝝆

𝒂𝟎

+ 𝒆
𝝆𝟐 𝟐𝝃𝝆 𝒔𝒊𝒏 𝜽 𝒔𝒊𝒏 𝝋 𝝃𝟐

𝒂𝟎

𝟐

𝝆𝟐𝒔𝒊𝒏 (𝝋) 𝒅𝝆𝒅𝝋𝒅𝜽 

)٣٩(  
  
محاسبه  ا که  آنجا  ممکن 𝐼(𝜉)ز  غير  تحليلی  صورت  به 

  𝐼(𝜉)، مقدار 𝐼(𝜉)در معادله     است، بعد از جايگذاری  

0را در بازه   ≤ 𝜉 ≤ 2𝑎   به اين صورت حساب می کنيم
,0]را در بازه    𝜉نقطه متساوی الفاصله    ٢٠١که   2𝑎 به    [

  .کنيمصورت زير انتخاب می
  
)۴٠(  

𝜉 = 𝑖
2𝑎

200
,         𝑖 = 0,1, ⋯ ,200  

  
در مختصات کروی و با استفاده از    𝐼(𝜉)پس با نوشتن  س

توان ، می MATLAB2022افزاردر نرم integral3 تابع  
نقطه به صورت   ٢٠١بالا را در هر يک از اين    انتگرال

را در اين    𝜉بر حسب    𝐼نمودار    ٣شکل   .عددی تقريب نمود
مقدارهاي    )١(  جدول . به علاوه در  دهدنقطه نمايش می  ٢٠١

  .نشان داده شده است 𝐼بيشينه و کمينه تابع  

اگر  ا 𝑣(𝜉)کنون  = 𝐸 𝜉 − 𝜉    خطای  واريانس

مربعات سنجه    ميانگين  نااريب  برآورد  برای   𝜉يک 
   آنگاهباشد،  ＋𝐻مولکول 

  
)۴١(  𝑣(𝜉) ≥ 𝑒(𝜉) =

1

𝐼(𝜉)
≥

1

𝐼(0)
= 0.8427𝐴

∘

 

  
  𝐼مقدار بيشينه و کمينه تابع  .١دول ج
  

  𝑰ختصات نقطه کمينه تابع  م  𝑰ختصات نقطه بيشينه تابع  م

𝜉 = 0, 𝐼 = 1.1867 𝜉 = 1.0335,     𝐼 = 0.1971 

  

  𝑰(𝝃)نمودار  .٣شکل 
  

  
  𝑒مقدار مينيم و ماکزيمم تابع  .٢ دولج
  

  𝒆ختصات نقطه کمينه تابع  م 𝒆ختصات نقطه بيشينه تابع  م

𝜉 = 1.0335,   𝐼 = 5.0475 𝜉 = 0,   𝐼 = 0.8427 

  
 گيری  تيجهن

 نظريه(مانند  های مختلف کوانتومی  با استفاده از  نظريه    
مولکول در  اتم  ديدگاهمی   )کوانتومی  از  مختلفی توان    های 

براي  .  ]٣٠-٢۶[  کردساختارهای باز کوانتومی را بررسی  
طور خاص مفهوم  های ديناميکی و بهی سامانهنمونه، نظريه

منجر   ساختاری،  ارائهپايداری  برای   به  رياضی  تعريفی 
است شده  مولکولی  از ساختارهای  استفاده  با  همچنين   .

محتوای اطلاعات   تعريف رياضی ساختار مولکولی، مفهوم
- که معادلهشود و اينبرای يک ساختار مولکولی تعريف می

 توان از دريچه هاي کلاسيک در فيزيک و علوم ديگر را می
اطلاعات را    اهميت نظريه  ،دست آورد  اطلاعات به  نظريه

. در مقاله های مختلف علوم دوچندان نموددر مطالعه شاخه
مطالعه   به  هستهحاضر،  از  پيکربندی  مولکول  يک  ای 

قدرتمند   ابزارهای  از  و  پرداخته  اطلاعات  نظريه  دريچه 
ها ای مولکولهای هسته آماری در بررسی برآورد پيکربندی

  استفاده نموديم. 
همچنين، با استفاده از توابع چگالی الکترونی متناظر        

ای يک مولکول مفروض، يک کميت  های هستهبندیبا پيکر
ای يک مولکول نظير هسته (چندي) عددی به هر پيکربندی

. اين چندي عددی، درواقع اطلاعات فيشر متناظر با تابع  شد
- کمک نامساوی کرامر  سپس به باشد.  چگالی الکترونی می

نااريب را برآورد  يک  برای  پايين  کران  يک  ئو، 
شد. در اين راستا،    ای يک مولکول ارائه های هستهپيکربندی

کاربرده شد. توجه به  ＋𝐻بندی مذکور برای مولکولفرمول
  رياضی   های کننده و توصيف  هااز الگو استفاده   که  کنيد 
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بينی مسائل فيزيکی يا شيميايی تواند به توصيف و پيشیم

شود. آخر،    منجر  ارائهدر  روش  اين  ارزيابی  در  شده 
مولکولی   ساختارهای  پيکربندی  مطالعه  جهت  پژوهش 

  باشد. بزرگتر از اهداف آتی پژوهش حاضر می
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